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SUMMARY

Throughout the data of the National Forest and Soil Inventory (INFyS) of Mexico, it is not uncommon to find clusters with less 
than four subplots (incomplete). The consequences of this condition on the forest parameters estimates are yet to be completely 
analyzed. The main objective of this work was to compare the behavior of different sampling estimators under such conditions 
of cluster completeness. Using an artificial population of 9,370,000 trees, created on a 10,000 ha surface, a total of 88 systematic 
sampling grids using four-plot circular clusters were set. Each grid had 81 clusters, separated by 1 km. On each sampling grid, three 
different completeness conditions were tested: a) full completeness (all clusters with four subplots) b) 88 % completeness and c) 63 % 
completeness. On each condition, timber volume (m3 ha-1) and tree density (tree ha-1) were estimated using the following estimators: 1) 
Forest Inventory and Analysis (FIA) 2) Van Deusen Estimators 3) Means of ratio and 4) Ratio of means. The estimators were evaluated 
using relative bias on the mean and the variance. For volume, on each of the three completeness conditions, the mean estimates were 
similar and unbiased using the proposed four estimators. Nevertheless, the FIA estimator produced biased variance estimates ranging 
from two to five times larger for 88% and 63% completeness respectively. Similar behavior was observed on tree density. The FIA 
estimators will produce biased results on the variance estimator when a high percentage of clusters is incomplete. 

Key words: forest inventory, ratio of means, means of ratio, Van Deusen estimator, lognormal distribution. 

RESUMEN

En el Inventario Nacional Forestal y de Suelos (INFyS) de México es frecuente obtener información en conglomerados menores a 
cuatro subparcelas. Las consecuencias de esto en las estimaciones de parámetros forestales no se han abordado lo suficiente. El objetivo 
del trabajo fue comparar cuatro estimadores para el volumen maderable y la densidad arbórea en tres condiciones de completitud de 
conglomerados. En una población artificial de 9.370.000 árboles en 10.000 ha se diseñaron 88 redes sistemáticas de muestreo con 
conglomerados de subparcelas circulares; cada red estuvo conformada por 81 unidades de muestreo, equidistantes a 1 km. En función 
del número de conglomerados completos se consideraron las siguientes condiciones de completitud: (a) al 100 %, (b) al 88 % y (c) 
al 63 %. En cada condición se estimó el volumen maderable (m3 ha-1) y la densidad arbórea (árboles ha-1) mediante los estimadores: 
(1) Forest Inventory and Analysis (FIA), (2) Van Deusen (VAN), (3) Media de Razones (MR) y (4) Razón de Medias (RM). Para su 
comparación se usó el sesgo relativo, cuyos valores cercanos a cero son deseables. En cada condición analizada, las estimaciones de 
volumen por hectárea, para los cuatro estimadores, fueron similares e insesgadas. La varianza estimada mediante FIA fue sesgada en 
conglomerados incompletos, con valores superiores a dos y cinco veces la varianza verdadera para la segunda y tercera condición, 
respectivamente. Un comportamiento similar se observó para la densidad. Los estimadores FIA no son adecuados para estimar la 
varianza cuando se tiene un alto porcentaje de conglomerados incompletos.

Palabras clave: inventario forestal, razón de medias, media de razones, estimador Van Deusen, distribución log-normal.
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INTRODUCCIÓN

El diseño de muestreo del Inventario Nacional Fores-
tal y de Suelos (INFyS) de México tiene como unidad 
de muestreo un conglomerado (parcela) integrado por 
cuatro subparcelas, las cuales están dispuestas geométri-
camente en forma de una “Y” invertida con respecto al 
norte (CONAFOR 2012, CONAFOR 2018). Por razones 
diversas, existe la posibilidad que al utilizar el mues-
treo en campo algunos conglomerados tengan menos de 
cuatro subparcelas, lo cual conduce a conglomerados de 
tamaños distintos. Algunas de estas razones son: inacce-
sibilidad física a una parte del conglomerado, conglo-
merados físicamente truncados por orografía, cambios 
en el uso del suelo, estratificación o tipos de vegetación, 
entre otras. Dado que el porcentaje de conglomerados in-
completos del INFyS de México, en algunos casos, es 
superior al 10 % a nivel estatal, poco se ha explorado 
sobre cuáles son las consecuencias que el uso de conglo-
merados de distinto tamaño tiene en la precisión de las 
estimaciones (Van Deusen 2004, Velasco et al. 2005). Si 
existe variación notable entre los tamaños de los conglo-
merados y si estos están altamente correlacionados con 
los totales de los conglomerados, la varianza del total ba-
sada en la media muestral es generalmente mayor que la 
varianza basada en un estimador que considere el tamaño 
de los conglomerados como variable auxiliar (Lohr 2010, 
Scheaffer et al. 2012). Un ejemplo de esto es el estima-
dor Razón de Medias (RM), que se recomienda cuando 
la varianza de la variable de interés es proporcional a la 
variable auxiliar. 

Zarnoch y Bechtold (2000) señalan tres casos gene-
rales en los que el estimador de razón puede aplicarse 
para estimar parámetros forestales cuando se usan par-
celas mapeadas, como unidades de muestreo, en el con-
texto del Forest Inventory Analysis Program (FIA) y el 
National Forest Health Monitoing Program (NFHM) de 
los Estados Unidos. Estos autores mencionan que los es-
timadores de razón pueden ser convenientemente aplica-
dos en la estimación de: (a) atributos por hectárea, (b) 
atributos a nivel de árbol y (c) atributos a nivel de rodal. 
El estimador de razón, con el área efectivamente mues-
treada en el conglomerado como variable auxiliar, fue 
recomendado para la estimación de atributos forestales 
del Inventario Nacional Forestal de México (Velasco et 
al. 2005), el cual es un referente para la obtención de 
indicadores dasométricos a nivel nacional (CONAFOR 
2018). Asimismo, los estimadores de razón de medias 
son recomendables incluso para la estimación de densi-
dad arbolada en áreas urbanas (Álvarez et al. 2005) y 
para la estimación de atributos de salud a nivel de árbol, 
por ejemplo, la densidad de copa (Woodall et al. 2011, 
Bechtold y Randolph 2018). De manera alternativa el es-
timador de Media de Razones (MR) se recomienda cuan-
do la varianza de la variable de interés es proporcional 
al cuadrado de la variable auxiliar (Scott et al. 2005). 

De esta manera, Smelko y Merganic (2008) analizan los 
estimadores MR y RM en el contexto del Inventario y 
Monitoreo Forestal Nacional de Slovakia. Van Deusen 
(2004, 2005a) utiliza un estimador tipo RM, denominado 
estimador Van Deusen (VAN), pero expresan la varianza 
en términos del área de la parcela medida en campo. En 
estos casos, la variable de interés se correlaciona con el 
área de la parcela efectivamente muestreada en campo. 
En el contexto del FIA, Scott et al. (2005) y Van Deusen 
(2005a), estudian un estimador, llamado estimador Fo-
rest Inventory and Analysis (FIA), que toma en cuenta la 
proporción promedio de una parcela que está en la pobla-
ción de interés.

Al considerar que la cantidad del atributo de interés 
en el conglomerado es alguna función del área efectiva-
mente muestreada del mismo y al tomar en cuenta los di-
ferentes supuestos de la varianza del modelo lineal gene-
ral que propone Van Deusen (2007), los estimadores FIA, 
VAN, MR y RM pueden derivarse empleando el método 
de mínimos cuadrados generalizados (Rencher y Bruce 
2008). Dados los diferentes supuestos en los modelos, 
se espera que dichos estimadores y sus respectivas va-
rianzas se desempeñen de manera distinta cuando se usen 
para estimar parámetros forestales agregados al emplear 
conglomerados incompletos.

Aun cuando un conglomerado del INFyS comprende 
dos o más subparcelas disjuntas, los datos que genera son 
analizados como una sola parcela debido a que el conglo-
merado es atado a un solo punto muestral. Así, en el aná-
lisis final, el conglomerado de subparcelas simplemente 
sirve para identificar aquellos elementos cuyas zonas 
de inclusión espacialmente disjuntas incluyen al punto 
muestral (Gregoire y Valentine 2008). 

En este trabajo, los cuatro estimadores se analizan 
desde el contexto de conglomerados integrados por 
subparcelas disjuntas, no obstante, también pueden apli-
carse cuando se tienen parcelas de área fija convenciona-
les, siempre y cuando se cuantifique el área de la unidad 
de muestreo que corresponde a la población o estrato de 
interés.

En el presente estudio se utiliza una población arti-
ficial de 9.370.000 árboles, construida con base en los 
parámetros de escala y de forma de una distribución log-
normal ajustada con datos reales de la selva mediana 
subperennifolia de Quintana Roo, México, obtenidos del 
INFyS en 2010.

El objetivo del presente trabajo es comparar los esti-
madores FIA, VAN, MR y RM, al considerar el volumen 
maderable (m3 ha-1) y la densidad arbórea (árboles ha-1), 
en tres condiciones de completitud de los conglomera-
dos. Para este fin, se utilizan como criterios el sesgo de 
la estimación relativo y el sesgo de la varianza relativo. 
La hipótesis de la investigación es que los cuatro esti-
madores puntuales y los estimadores de sus respectivas 
varianzas son insesgados independientemente del grado 
de completitud del conglomerado.
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MÉTODOS

Notación para derivar los estimadores estadísticos. Dado 
que en el presente estudio se evaluó el sesgo de la estima-
ción puntual y el sesgo de la varianza de los estimadores 
FIA, VAN, MR y RM cuando se tienen parcelas de inventa-
rio en diferente grado de completitud es necesario presen-
tar en detalle las respectivas estructuras matemáticas, las 
cuales pueden obtenerse mediante el modelo lineal general 
propuesto por Van Deusen (2007) empleando el método 
de mínimos cuadrados generalizados (Rencher y Bruce 
2008). Para tal efecto, considérese la notación siguiente: 

:µ media de la variable y por unidad de área (volumen, 
m3 ha-1 y densidad, árboles ha-1); :sy medición de la varia-
ble y  en la parcela s ; :0a  área de la parcela s  ideal para 
medir la variable ,y  es decir, 0,16 ha (CONAFOR 2012, 
2018); :sa área de la parcela s  (ha) efectivamente mues-
treada en campo; :m número de parcelas que pertenecen a 
la población de interés. 

Estimador FIA (Scott et al. 2005, Van Deusen 2005a). Al 
considerar una estimación de la varianza en forma conven-
cional, la media y la varianza de FIA son, respectivamente, 
las siguientes:
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conglomerado completo ajustada por la proporción de las 
parcelas que pertenecen a la población de interés. Las ex-
presiones de la media y varianza de FIA son los estimado-
res estándar de la media y la varianza que podrían aplicar-
se al muestreo aleatorio simple sin un factor de corrección 
por finitud (Cochran 1993 y Thompson 2002).

Estimador VAN (Van Deusen 2004, 2005a). Al usar en la 
estimación de la varianza el área de la parcela efectiva-
mente muestreada en campo, se tienen para la media y la 
varianza de VAN los estimadores siguientes:
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Estimador MR (Van Deusen 2005a). Al considerar una 
estimación de varianza convencional se obtienen los 
siguientes estimadores para la media y la varianza de MR:	
	                         					   
	         [5]
					   

				            [6]

donde, 

Estimador RM (Cochran 1993, Scheaffer et al. 2012). El 
estimador de razón tiene la misma estructura que el esti-
mador VAN, el cual también puede ser usado cuando se 
presentan conglomerados incompletos, a saber:

 							     
	        			           [7]

La varianza estimada de este estimador es la siguiente:
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donde,  

Al considerar que                                              , el de- 
 
nominador de la varianza del estimador de razón puede 
expresarse en términos de las áreas efectivamente mues-
treadas, lo que conduce a la siguiente expresión:

                                                                                                  [9]          

Consideraciones generales sobre los estimadores. Una 
inspección detallada de la expresión (4) y (9) permite 
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el término que se sustrae del total de área efectivamen-
te muestreada, mientras que la varianza del estimador de 
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la varianza del estimador de razón y Van Deusen conducen 
prácticamente a los mismos resultados. De hecho,  a0 = 0,16  
es el máximo valor que se puede considerar, luego enton-
ces, a ≤ a0. En estas condiciones la varianza estimada del 
estimador de razón siempre será ligeramente más pequeña 
que Van Deusen.
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La varianza del estimador de razón pue-
de obtenerse multiplicando la varianza del estima-
dor VAN por un factor que involucra a , es decir,   

                       
. En esta  

expresión nuevamente se observa que cuando ,0aa =  
  

            
. Una situación extrema ocurre  

cuando                                       , resultando que el cociente 
de la varianza del estimador de razón respecto a la varian-
za del estimador de Van Deusen es de 0,9473 (Van Deusen 
2005b).

 Cuando los conglomerados están completos, es decir, 
0aas = , los cuatro estimadores coinciden, y

	 						    
				          [10]

además, los cuatro estimadores presentan las mismas 
varianzas estimadas, y conduce a la expresión siguiente:

	 						    
	       [11] 

Con base en estas afirmaciones queda de manifiesto 
que la estimación por hectárea cuando los conglomerados 
son completos se obtiene promediando valores por conglo-
merado y el resultado se expande por hectárea mediante 

0/1 a . Este factor de expansión, al ser una constante, tam-
bién aparece en la varianza. Esta situación es de particular 
importancia porque las fórmulas se reducen a los estima-
dores del muestreo aleatorio simple.

Base de datos artificial considerando información del IN-
FyS. La metodología utilizada en esta investigación fue si-
milar a la empleada por Condes y Martínez-Millán (1998), 
quienes simularon parcelas al considerar como base los 
sitios del segundo inventario forestal nacional de España 
en lo que se refiere al número de árboles por hectárea y a la 
distribución diamétrica de los árboles; y Stamatellos y Pa-
nourgias (2005), quienes utilizaron una muestra aleatoria 
de 229 parcelas de 0,05 hectárea (20 × 25 m) para simular 
la distribución espacial de Abies borisii regis en la Univer-
sidad Forestal de Pertouli, Trikala, Grecia. 

Al asumir que los árboles en una selva mediana sub-
perennifolia presentan un patrón espacial aleatorio y, por 
lo tanto, la misma probabilidad de encontrarse en cual-
quier lugar del terreno, en el sistema de análisis estadís-
tico SAS® v9.2 (SAS Institute Inc. 2009) se generó una 
población aleatoria de 9.370.000 puntos en la parte central 
de Quintana Roo, México. Cada uno de estos puntos re-
presentó un árbol. Los números en el eje x se obtuvieron 
mediante el código Int((MaxValue–MinValue+1) *ranuni) 
+ MinValue, en donde, MaxValue y MinValue correspon-
dieron a los valores extremos en x (m) de la región de es-
tudio, y ranuni, sirvió para generar datos con distribución 
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uniforme. Un código similar se aplicó para generar los va-
lores en el eje y. La posición geográfica de los puntos se 
definió mediante las coordenadas (x, y). Los valores extre-
mos de x fueron 3.894.331,69 m y 3.904.331,69 m y de y 
fueron 889.927,12 m y 899.927,12 m (proyección confor-
me cónica de Lambert, Datum ITRF92, elipsoide GRS80), 
los cuales se definieron de manera que el área de estudio 
representara 10.000 ha y la densidad promedio fuera 937 
árboles ha-1. 

El volumen de cada árbol se generó a través de una dis-
tribución probabilística log-normal ajustada con datos rea-
les en la región de estudio mediante la expresión siguiente: 

                                                
 [12]

donde,
2,67507= parámetro de escala de la distribución log-nor-
mal.
0,906635= parámetro de forma de la distribución log nor-
mal. 
EXP= función exponencial.
RANNOR (100) = función generadora de números aleato-
rios normales con semilla de 100.

El cálculo del número de árboles por hectárea y el ajus-
te de la distribución log-normal se realizó con datos del 
INFyS obtenidos en 2010 en selva mediana subperenni-
folia de Quintana Roo, México. Para esto se utilizó un ta-
maño de muestra de 206 conglomerados, de los cuales 25 
estuvieron incompletos: cinco presentaron un sitio, siete 
tenían dos sitios y 13 contaron con tres sitios; lo que repre-
senta un 12 % de conglomerados incompletos. 

Muestreo en redes sistemáticas. En SAS® v9.2 se dise-
ñaron 88 redes sistemáticas diferentes (repeticiones), cada 
una de 81 puntos de muestreo, los cuales estuvieron a 
equidistancias de 1 km; cada punto representó el centro 
(subparcela número 1) de un conglomerado de subparcelas 
(figura 1). Este tamaño de muestra justifica el uso de la 
distribución normal en los intervalos de confianza para la 
media y es similar al usado por Van Deusen (2004, 2005a). 
Mediante las funciones trigonométricas seno y coseno se 
generaron los centros de las unidades de muestreo periféri-
cas del conglomerado (subparcelas 2, 3 y 4). En cada malla 
de muestreo se generaron conglomerados con subparcelas 
circulares.

Las coordenadas de puntos aleatorios (árboles) y de 
centros correspondientes a las cuatro subparcelas de con-
glomerados se capturaron en el sistema de información 
geográfica ArcGis® v9.3 (ESRI, 2008). Las subparcelas 
circulares se generaron a través de la herramienta “bu-
ffer” de ArcToolbox-ArcMap considerando una distancia 
de 11,28 m. Los conglomerados trazados fueron similares 
al diseño de la unidad de muestreo del INFyS de México 
(figura 1). El muestreo de los puntos (árboles) utilizando 

 

))RANNOR(100*0,906635+07EXP(-2,675= VOLUMEN
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conglomerados de subparcelas circulares dispuestas espa-
cialmente en forma de una “Y” invertida, se realizó me-
diante la herramienta “Intersect” de ArcToolbox-ArcMap.

De los 81 conglomerados completos se modificaron 
diez de ellos con el fin de simular conglomerados incom-
pletos; esto se realizó de manera proporcional al número 
de conglomerados con menos de cuatro sitios que presen-
tó la muestra de 206 conglomerados, misma que sirvió de 
base para simular la población de 9.370.000 puntos distri-
buidos aleatoriamente en el terreno. Los diez conglome-
rados incompletos se integraron de la manera siguiente: 
dos con una subparcela, tres con dos sub-parcelas y cinco 
con tres sub-parcelas. Tomando como base esta condición 
y triplicando el número de conglomerados con una, dos y 
tres subparcelas, adicionalmente se generaron 30 conglo-
merados incompletos. Entonces, el estudio se llevó a cabo 
en las condiciones siguientes: completitud total (c0) inclu-
ye 81 conglomerados completos, completitud al 88 % (c1) 
comprende 71 conglomerados completos y diez incomple-
tos (dos con una subparcela, tres con dos sub-parcelas y 
cinco con tres sub-parcelas) y completitud al 63 % (c2) 
considera 51 conglomerados completos y 30 incompletos 
(seis con una sub-parcela, nueve con dos sub-parcelas y 15 
con tres sub-parcelas).

Comparación de estimadores. Los cuatro estimadores 
estudiados en cada condición se compararon mediante el 
sesgo de estimación relativo (SER) y el sesgo de varianza 
relativo (SVR), cuyas expresiones genéricas, de acuerdo 
con Van Deusen (2005a), son las siguientes:
							     
				          [13]

Figura 1.	Distribución sistemática de los conglomerados y disposición geométrica de las subparcelas (círculos pequeños de 11,84 m 
de radio) dentro del conglomerado (círculo grande de 56,42 m de radio).
	 Systematic grid of clusters and geometric array of the sub-plots (small circles of 11.84 m radius) within each cluster (larger circle of 56.42 
m radius).
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De acuerdo con Van Deusen (2005a), en las expresio-
nes del sesgo relativo, un valor cercano a 0 significa que 
el estimador es insesgado, un valor de 1 muestra que la 
fórmula predice dos veces al parámetro y un valor de 2 
indica que la fórmula sobrestima por factor de 3. En el 
presente estudio, la condición de insesgadez implica ses-
gos relativos cercanos cero; de esta manera, un estimador 
se consideró insesgado si su sesgo relativo fue menor al 
0,10. En este sentido, el sesgo relativo carece de unidades 
y se interpreta como un indicador del número de veces que 
el estimador rebasa o contiene al parámetro o valor ver-
dadero. 
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RESULTADOS

Volumen maderable. En la población simulada de árboles, 
el parámetro correspondiente al volumen fue de 97,37 m3 
ha-1. En c0 (nivel de completitud total), como era de espe-
rarse, los cuatro estimadores presentaron el mismo valor 
puntual: para las 88 repeticiones estimaron en promedio 
un volumen de 97,76 m3 ha-1 (figura 2) y, en consecuencia, 
el sesgo de la estimación relativo fue prácticamente cero, 
es decir, 0,004. Así, en c0 y para el volumen, los cuatro 
estimadores se consideran insesgados. En los cuatro casos, 
la varianza promedio estimada, a partir de las 88 repeticio-
nes, fue de 1,79 (m3 ha-1)2 (figura 3) y la varianza verdade-
ra de 1,82 (m3 ha-1)2, lo cual condujo a un sesgo de la va-
rianza relativo muy cercano a cero, o sea, -0,0165. De esta 
manera, en c0 y para el volumen maderable, los cuatros 
estimadores de la varianza también resultan insesgados. 

Estos resultados son optimistas en el sentido de que 
cuando en los conglomerados se toma la información en 
las cuatro subparcelas, cualquiera de los estimadores eva-
luados en este trabajo pueden ser de utilidad.

En c1 (nivel de completitud al 88 %), los estimadores 
RM, FIA y VAN coincidieron y estimaron en promedio, a 
partir de las 88 repeticiones, un volumen de 97,69 m3 ha-1, 
el cual resultó ser ligeramente diferente de la estimación de 
MR, cuyo valor fue de 97,60 m3 ha-1 (figura 4). En el primer 
caso, el sesgo de la estimación relativo fue de 0,0033, y 
en el segundo, de 0,0024. Entonces, en la condición c1, al 
presentar sesgos próximos a cero, los cuatro estimadores 
del volumen se consideran prácticamente insesgados. Por 
otra parte, mientras que la varianza verdadera de RM, FIA 

Figura 2.	 Volumen maderable estimado (m3 ha-1) mediante cuatro estimadores estudiados en la condición c0. FIA: Forest Inventory 
and Analysis, VAN: Van Deusen, MR: Media de Razones, RM: Razón de Medias.
	 Estimated timber volume (m3 ha-1) of the four studied estimators on the c0 condition. FIA: Forest Inventory and Analysis, VAN: Van 
Deusen, MR: Means of ratio, RM: Ratio of means.
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y VAN fue de 2,04 (m3 ha-1)2 y la de MR de 2,22 (m3 ha-1)2, 
la varianza estimada de FIA ascendió hasta un promedio de 
5,18 (m3 ha-1)2, en tanto que la varianza promedio estimada 
de RM y VAN fue de 1,88 (m3 ha-1)2 y la de MR de 2,03 (m3 
ha-1)2 (figura 5).  De esta forma, el sesgo de la varianza re-
lativo para RM y VAN fue de -0,0784, para MR de -0,0856 
y para FIA ascendió hasta 1,5392. En consecuencia, en c1 
la varianza estimada para MR, RM y VAN también se con-
sidera insesgada cuando se estima el volumen maderable. 
Sin embargo, la varianza estimada de FIA, al ser más de 
dos veces la varianza verdadera, se considera sesgada. 

En c2 (nivel de completitud al 63 %), los estimadores 
RM, FIA y VAN coincidieron y en promedio estimaron 
97,61 m3 ha-1; variaron poco con MR, el cual estimó 97,65 
m3 ha-1 (figura 6). De esta manera, el sesgo de la estima-
ción relativo correspondiente a RM, FIA y VAN fue de 
0,0025, mientras que para MR fue de 0,0029. Entonces, 
aún en el nivel de completitud al 63 %, los cuatro esti-
madores resultaron con sesgos relativos pequeños y, por 
consiguiente, se consideran insesgados. En tanto que la 
varianza verdadera de RM, FIA y VAN fue de 2,19 (m3 
ha-1)2 y la de MR de 2,69 (m3 ha-1)2, la varianza estimada 
de FIA alcanzó en promedio 11,51 (m3 ha-1)2, superando 
por mucho la varianza promedio estimada de RM y VAN 
que fue de 2,12 (m3 ha-1)2 y la de MR que fue de 2,50 (m3 
ha-1)2 (figura 7). Entonces, el sesgo de la varianza relativo 
correspondiente a RM y VAN fue de -0,0320, para MR de 
-0,0706 y para FIA alcanzó un valor de 4,2557. De manera 
que en c2, los estimadores de la varianza para MR, RM y 
VAN también son insesgados, porque en ningún caso el 
sesgo de la varianza relativo superó el 0,10. No obstante, 
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Figura 3.	 Varianza estimada (m3 ha-1)2 de cuatro estimadores para volumen maderable estudiados en la condición c0. FIA: Forest 
Inventory and Analysis, VAN: Van Deusen, MR: Media de Razones, RM: Razón de Medias.
	 Estimated timber volume variance (m3 ha-1)2 of the four studied estimators on the c0 condition. FIA: Forest Inventory and Analysis, VAN: 
Van Deusen, MR: Means of ratio, RM: Ratio of means.

Figura 4.	 Volumen maderable estimado (m3 ha-1) mediante cuatro estimadores estudiados en la condición c1. FIA: Forest Inventory 
and Analysis, VAN: Van Deusen, MR: Media de Razones, RM: Razón de Medias.
	 Estimated timber volume (m3 ha-1) of the four studied estimators on the c1 condition. FIA: Forest Inventory and Analysis, VAN: Van 
Deusen, MR: Means of ratio, RM: Ratio of means.
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la varianza estimada de FIA en la condición c2, al superar 
por más de cinco veces la varianza verdadera, puede con-
siderarse altamente sesgada.

De acuerdo con los resultados obtenidos, los cuatros 
estimadores estudiados para la media del volumen made-
rable por hectárea presentaron un comportamiento inses-
gado independientemente del grado de completitud del 
conglomerado. No obstante, el sesgo de la varianza relati-

vo del FIA se incrementó considerablemente conforme el 
grado de completitud disminuyó.

 
Densidad arbórea. En la población, la densidad promedio 
fue de 937 árboles ha-1. Resulta interesante observar nue-
vamente que en la condición c0 los cuatros estimadores 
condujeron a los mismos resultados: 939,94 árboles ha-1 
promedio de las 88 repeticiones (figura 8), lo que resul-
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Figura 5.	 Varianza estimada (m3 ha-1)2 de cuatro estimadores para volumen maderable estudiados en la condición c1. FIA: Forest 
Inventory and Analysis, VAN: Van Deusen, MR: Media de Razones, RM: Razón de Medias.
	 Estimated timber volume variance (m3 ha-1)2 of the four studied estimators on the c1 condition. FIA: Forest Inventory and Analysis, VAN: 
Van Deusen, MR: Means of ratio, RM: Ratio of means.

Figura 6.	 Volumen maderable estimado (m3 ha-1) mediante cuatro estimadores estudiados en la condición c2. FIA: Forest Inventory 
and Analysis, VAN: Van Deusen, MR: Media de Razones, RM: Razón de Medias.
	 Estimated timber volume (m3 ha-1) of the four studied estimators on the c2 condition. FIA: Forest Inventory and Analysis, VAN: Van 
Deusen, MR: Means of ratio, RM: Ratio of means.

 

 

tó en un sesgo de la estimación relativo de 0,0031. Para 
los cuatro estimadores se obtuvo una varianza promedio 
estimada de 72,99 (árboles ha-1)2 (figura 9), la cual prác-
ticamente fue la misma que la varianza verdadera, 72,92 
(árboles ha-1)2, lo que derivó en un sesgo de la varianza 
relativo de 0,0010.  Dada la magnitud de los sesgos relati-
vos, en c0 y para la variable densidad, se deduce que tanto 

los estimadores como sus respectivas varianzas estimadas 
son insesgados.

En c1, mediante RM, FIA y VAN se obtuvo una densi-
dad promedio de 939,48 árboles ha-1, mismo que superó li-
geramente a la estimación de MR, cuyo valor fue de 939,26 
árboles ha-1 (figura 10); así, al considerar el parámetro, 
los sesgos de la estimación relativos fueron de 0,0026 y 
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Figura 7.	 Varianza estimada (m3 ha-1)2 de cuatro estimadores para volumen maderable estudiados en la condición c2. FIA: Forest 
Inventory and Analysis, VAN: Van Deusen, MR: Media de Razones, RM: Razón de Medias.
	 Estimated timber volume variance (m3 ha-1)2 of the four studied estimators on the c2 condition. FIA: Forest Inventory and Analysis, VAN: 
Van Deusen, MR: Means of ratio, RM: Ratio of means.

 

Figura 8.	 Densidad estimada (árboles ha-1) mediante cuatro estimadores estudiados en la condición c0. FIA: Forest Inventory and 
Analysis, VAN: Van Deusen, MR: Media de Razones, RM: Razón de Medias.
	 Estimated tree density (trees ha-1) using the four studied estimators on the c0 condition. FIA: Forest Inventory and Analysis, VAN: Van 
Deusen, MR: Means of ratio, RM: Ratio of means.
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0,0024, respectivamente. De esta manera, los cuatro esti-
madores resultan ser insesgados. Por otro lado, en tanto la 
varianza verdadera correspondiente a RM, FIA y VAN fue 
de 80,44 (árboles ha-1)2 y MR de 83,62 (árboles ha-1)2, la 
varianza estimada promedio de FIA ascendió hasta 375,50 
(árboles ha-1)2, la de RM y VAN fue 76,08 (árboles ha-1)2 y 
la de MR de 82,39 (árboles ha-1)2 (figura 11). Si bien, las 

varianzas estimadas de RM, VAN y MR son insesgadas, la 
varianza estimada de FIA se considera sesgada, al superar 
la varianza verdadera por más de cuatro veces.

En c2, RM, FIA y VAN estimaron una densidad prome-
dio de 938,99 árboles ha-1, la cual fue un poco mayor a la 
estimación de MR, cuyo promedio fue de 938,59 árboles 
ha-1 (figura 12); de este modo, los sesgos de la estimación 
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Figura 9.	 Varianza estimada (árboles ha-1)2 de cuatro estimadores estudiados en la condición c0. FIA: Forest Inventory and Analysis, 
VAN: Van Deusen, MR: Media de Razones, RM: Razón de Medias.
	 Estimated variance (trees ha-1)2 on the four studied estimators on the c0 condition. FIA: Forest Inventory and Analysis, VAN: Van Deusen, 
MR: Means of ratio, RM: Ratio of means.

Figura 10.	Densidad estimada (árboles ha-1) mediante cuatro estimadores estudiados en la condición c1. FIA: Forest Inventory and 
Analysis, VAN: Van Deusen, MR: Media de Razones, RM: Razón de Medias.
	 Estimated tree density (trees ha-1) using the four studied estimators on the c1 condition. FIA: Forest Inventory and Analysis, VAN: Van 
Deusen, MR: Means of ratio, RM: Ratio of means.
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relativos fueron respectivamente de 0,0021 y 0,0017. De 
esta manera, en c2 los cuatro estimadores pueden consi-
derarse insesgados. Por otra parte, mientras la varianza 
verdadera correspondiente a RM, FIA y VAN fue de 84,80 
(árboles ha-1)2 y MR de 96,51 (árboles ha-1)2, la varianza 
estimada promedio de FIA logró la cantidad de 965,45 (ár-
boles ha-1)2, la de RM y VAN fue 87,30 (árboles ha-1)2 y la 
de MR de 102,24 (árboles ha-1)2 (figura 13). En tanto que 
las varianzas estimadas de RM, VAN y MR presentaron 

sesgos relativos cercanos a cero y se consideran insesga-
das, la varianza estimada de FIA resulta altamente sesga-
da, al superar la varianza verdadera por más de once veces.

DISCUSIÓN

Los resultados obtenidos en la condición c0, sobre es-
timaciones y varianzas estimadas de volumen maderable 
y densidad considerando los cuatro estimadores, son idén-
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Figura 11.	 Varianza estimada (árboles ha-1)2 de cuatro estimadores estudiados en la condición c1. FIA: Forest Inventory and Analysis, 
VAN: Van Deusen, MR: Media de Razones, RM: Razón de Medias.
	 Estimated variance (trees ha-1)2 of four estimators studied in condition c1. FIA: Forest Inventory and Analysis, VAN: Van Deusen, MR: 
Mean of ratio, RM: Ratio of means.
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Figura 12.	Densidad estimada (árboles ha-1) mediante cuatro estimadores estudiados en la condición c2. FIA: Forest Inventory and 
Analysis, VAN: Van Deusen, MR: Media de Razones, RM: Razón de Medias.
	 Estimated tree density (trees ha-1) using the four studied estimators on the c2 condition. FIA: Forest Inventory and Analysis, VAN: Van 
Deusen, MR: Means of ratio, RM: Ratio of means.
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ticos; lo cual era de esperarse, debido a que cuando los 
conglomerados son del mismo tamaño se tiene un estima-
dor común. Así, bajo c0 (nivel de completitud total) puede 
aplicarse cualquiera de los cuatro estimadores ensayados 
en este trabajo, inclusive el estimador FIA, cuya expresión 
matemática considera una proporción promedio de la par-
cela que pertenece a la población de interés. Esta situación 
es de particular importancia porque las fórmulas se redu-
cen a los estimadores convencionales del muestreo aleato-
rio simple. Por otra parte, el hecho de que las estimaciones 

puntuales de FIA, VAN y RM resultaran iguales, tanto en la 
densidad como en el volumen, incluso cuando los conglo-
merados son incompletos ─c1 y c2─ no es sorprendente,  
 
ya que al considerar que 

se puede demostrar que los estimadores RM, FIA y VAN 

son iguales a                                 , incluso si los conglome- 
 
rados son de tamaños diferentes. 
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Figura 13.	Varianza estimada (árboles ha-1)2 de cuatro estimadores estudiados en la condición c2. FIA: Forest Inventory and Analysis, 
VAN: Van Deusen, MR: Media de Razones, RM: Razón de Medias.
	 Estimated variance (trees ha-1)2 on the four studied estimators on the c2 condition. FIA: Forest Inventory and Analysis, VAN: Van Deusen, 
MR: Means of ratio, RM: Ratio of means.

Los sesgos de las varianzas relativos en c0 y c1 son 
congruentes con los reportados por Van Deusen (2004, 
2005a). Este autor, al comparar FIA y VAN obtuvo un ses-
go relativo de la varianza de FIA de casi 2 cuando analiza 
una proporción promedio de parcela de 0,75, mientras que 
el estimador VAN siempre se comporta insesgado. Estos 
resultados se deben a que la varianza estimada de FIA se 
basa en la noción de que cada medición de la parcela se 
divide por la proporción promedio de la parcela que per-
tenece a la población forestal de interés. Por lo tanto, el 
hecho de que esta varianza trabaje pobremente cuando las 
parcelas tienen proporciones que difieren ampliamente en-
tre conglomerados no es sorprendente. 

Los resultados obtenidos por Van Deusen (2005a) in-
dican que las varianzas relativas del estimador MR y VAN 
también resultaron similares (menores del 0,11), es decir, 
no hay ganancia significativa en precisión al considerar 
que la varianza del error es una función de la proporción al 
cuadrado, por esta razón, el autor no recomienda el uso del 
estimador media de razones; aunque este tiene la ventaja 
de proporcionar de manera directa una valor por unidad de 
muestreo, la cual es información de gran valía cuando es 
deseable representar espacialmente la variable de interés. 

Entonces, resulta evidente que los estimadores MR, 
RM y VAN pueden tener aplicación general; se desem-
peñan bien ─estimación puntual y por intervalo─ cuando 
en los conglomerados se evalúan las cuatro subparcelas o 
solo algunas de ellas, por el contrario, la estimación por in-
tervalo del estimador FIA en conglomerados incompletos 
no es recomendable.

Las varianzas de los estimadores RM y VAN condu-
cen a los mismos resultados porque el factor que relacio-
na ambas fue de 0,999 y de 0,998 en la c1 y c2, respecti-
vamente. Estos resultados son lógicos al considerar que 
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cuando ā = (1/2)a0 y el factor es de 0,9473 (Van Deusen  
2005b). 

El estimador VAN, además de poder ser aplicado en tra-
bajos de gran escala (INFyS y FIA) también puede usarse 
en estudios forestales de nivel local, donde las parcelas de 
muestreo de área fija traslapan el límite de la propiedad. El 
requerimiento en este caso es el área de las parcelas que perte-
nece a la propiedad que se requiere evaluar. El supuesto más 
importante del estimador VAN es que la cantidad esperada 
del atributo de interés en una parcela parcial sea proporcional 
al área que pertenece a la población forestal o propiedad ob-
jeto de estudio. Van Deusen y Roesch (2009) muestran que 
el error estándar del estimador VAN se reduce hasta en un 
15 % cuando se incluyen parcelas mapeadas que traslapan 
el límite en comparación que si fueran excluidas. Además 
de ser un estimador atractivo desde el punto de vista teórico-
práctico, el estimador VAN puede aplicarse fácilmente en 
muestreo aleatorio estratificado (Van Deusen 2005b). En 
este caso, la media por hectárea de cada estrato se obtiene 
mediante la expresión del estimador VAN y la varianza es-
timada de la media por hectárea de cada estrato se obtiene  
mediante la expresión de la varianza del estimador VAN. 

Los estimadores RM y VAN conducen a los mismos re-
sultados, aun en niveles de completitud parcial del conglo-
merado. De hecho, el estimador VAN es el estimador de ra-
zón convencional, con la ventaja de que la varianza estimada 
considera el área de la parcela efectivamente muestreada en 
campo. Por este motivo, además de aplicarse para la estima-
ción de atributos agregados tales como el volumen, densidad, 
biomasa o área basal por hectárea, pueden también emplear-
se para la estimación de proporciones de alguna característi-
ca del arbolado o para la estimación de atributos a nivel de 
árbol (Smelko y Merganic 2008, Bechtold y Randolph 2018) 
o incluso a nivel de rodal (Zarnoch y Bechtold 2000).
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A pesar de que el tamaño de muestra utilizado en el pre-
sente estudio puede considerarse pequeño ─81 conglomera-
dos−, se observa que los estimadores evaluados son insesga-
dos independientemente del grado de completitud simulado. 
Estos resultados son congruentes con los reportados por 
Van Deusen y Roesch (2009) quienes, mediante simulacio-
nes repetidas 10.000 veces y 1.000 muestras seleccionadas 
de cada repetición, para un escenario del 80 % de parcelas 
completas, concluyen que el estimador VAN es insesgado 
sin importar la exactitud con la que se mapea la parcela.

Takahashi y Tsubaki (2017) consideran que para estimar 
la media de una variable heterocedástica distribuida log nor-
mal no es conveniente aplicar transformaciones logarítmi-
cas, entonces analizan el estimador de mínimos cuadrados 
generalizados, en cuya expresión la variable auxiliar presen-
ta como exponente un parámetro teta. Al considerar como 
valores de este a 0,5 y 1, derivaron respectivamente, el es-
timador de razón de medias y media de razones. A través 
de simulaciones de grandes bases de datos de una variable 
distribuida log-normal, los autores compararon el compor-
tamiento de estos dos estimadores tomando como criterio 
la raíz del cuadrado medio del error relativo, y concluyeron 
que para valores cercanos a 0,5 el estimador con mejor des-
empeño fue el de razón, mientras que para valores alrede-
dor de 1 el estimador de media de razones logró ser el más 
apropiado. En cualquier caso, y para los 31valores de teta 
evaluados, la raíz del cuadrado medio del error relativo no 
superó el 0,020. Así, bajo 1.000 ensayos del análisis, ambos 
estimadores fueron insesgados. Luego entonces, y a la luz 
de los resultados que se logran en la presente investigación, 
los estimadores RM y MR se consideran apropiados para la 
estimación de parámetros forestales agregados.

Si bien es cierto que los hallazgos del presente estudio 
se derivan de una población simulada, resulta interesante 
observar que son congruentes con aquellos obtenidos desde 
el punto de vista práctico. Velasco et al. (2016), al comparar 
estadísticamente los estimadores RM, MR y FIA con datos 
provenientes de selva mediana subperennifolia y subcaduci-
folia del sureste de México, encontraron que aún para tama-
ños de muestra de 22 observaciones no existen diferencias 
significativas entre los tres estimadores y que el estimador 
de razón fue ligeramente más preciso. Con 22 observacio-
nes el estimador de razón logró un error de muestreo alrede-
dor del 30 %, mientras que con 206 observaciones el error 
de muestreo fue 8,5 %. 

Por sus bondades estadísticas, los estimadores que em-
plean variables auxiliares diferentes del área de la parcela 
son preferidos en la evaluación de recursos forestales. Fie-
rros et al. (2018) estudiaron el comportamiento del estima-
dor de razón y regresión ─bajo muestreo estratificado─ para 
estimar el volumen maderable en plantaciones de pino en 
México usando como variable auxiliar el área basal. Ellos 
encontraron que, si bien las estimaciones puntuales resulta-
ron similares, la precisión fue de 1,35 % para el estimador 
de regresión y de 2,31 % para el estimador de razón al usar 
44 parcelas de muestreo.

Los estimadores comparados en esta investigación se 
aplican bajo el enfoque de conglomerados incompletos, que 
no consideran el registro de información dasométrica en las 
cuatro subparcelas. No obstante, las propiedades de los esti-
madores FIA, VAN y RM han sido estudiados por Van Deu-
sen (2004, 2005a, 2009) bajo el enfoque de parcelas mapea-
das, lo cual significa cuantificar el área de la parcela o unidad 
de muestreo que corresponde a la población de interés.  En 
uno u otro caso, se justifica el modelo que considera a la 
varianza del error proporcional al área relativa efectivamen-
te muestreada en campo, y que cualquier otro supuesto no 
necesariamente implica ganancia significativa en precisión.

Aun cuando los estimadores comparados en esta inves-
tigación se derivan a partir de modelos, se considera que 
la inferencia se realiza en el contexto de inferencia asistida 
por modelos, en este sentido los cuatro modelos (FIA, VAN, 
MR y RM) únicamente sirven como una herramienta para 
encontrar una estimación apropiada de la media. La eficien-
cia de los estimadores evaluados depende de la bondad de 
ajuste del modelo. Sin embargo, las propiedades básicas 
de tales estimadores (insesgadez o validez de las fórmulas 
de la varianza) no depende sí el modelo se mantiene o no 
(Särndal et al. 1992, Mandallaz 2008). Además, las cantida-
des poblacionales se consideran fijas en lugar de variables 
aleatorias. Cuando el total de la población (o la media) se 
considera variable aleatoria, el paradigma de inferencia se 
conoce como inferencia basada en modelos, y en tal caso, el 
total poblacional (o la media) aleatorio puede ser predicho 
o su valor esperado puede ser estimado (Ståhl et al. 2016, 
Saarela et al. 2016).

CONCLUSIONES

En la condición de completitud total, los cuatro métodos 
estudiados conducen a las mismas estimaciones y varian-
zas, de volumen y número de árboles por hectárea. Además, 
las estimaciones por hectárea y las varianzas estimadas son 
insesgadas independientemente del estimador. En esta situa-
ción, las fórmulas se reducen a los estimadores del muestreo 
aleatorio simple.

En cada una de las tres condiciones estudiadas, las es-
timaciones de volumen y número de árboles por hectárea 
mediante FIA, VAN, MR y RM son similares y práctica-
mente insesgadas. 

A medida que el grado de completitud de los conglome-
rados es menor, tanto para volumen como para densidad, 
las varianzas estimadas de VAN, MR y RM son insesgadas, 
mientras que la varianza estimada de FIA se vuelve fuerte-
mente sesgada.
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