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RESUMEN

El curriculo de matemadtica costarricense promueve el desarrollo de habilidades algebraicas en el estudiantado
de educacién secundaria. Esto repercute directamente en la formacion inicial del profesorado que deberd incluir
el fomento de diversas capacidades vinculadas con el sentido estructural. Este articulo profundiza en el sentido
estructural manifestado por 20 docentes en pre-servicio, cuando resuelven tareas matemadticas sobre factorizacion
de polinomios. La investigacién es descriptiva y corresponde a un estudio instrumental de casos. El andlisis
consider¢ tres categorias primarias adaptadas de propuestas tedricas sobre el sentido estructural, que resaltan el
reconocimiento de estructuras algebraicas en su forma mds simple, compuestas y la manipulacion de diversas
estructuras. Se han identificado fortalezas en el sentido estructural de estas personas cuando resuelven tareas con
estructuras algebraicas familiares. Ademds, se evidencian debilidades cuando resuelven tareas con estructuras
compuestas, que se intensifican al enfrentarse a tareas que conllevan el uso de manipulaciones diversas en las
estructuras algebraicas.
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ABSTRACT

The Costa Rican mathematics curriculum promotes the development of algebraic skills in secondary education
students. This has a direct impact on the initial training of teachers, which should include the promotion of
various capacities related to the structural sense. This article delves into the structural sense manifested by 20
pre-service teachers, when they solve mathematical tasks on factoring polynomials. The research is descriptive
and corresponds to an instrumental study of cases. The analysis considered three main categories adapted from
theoretical proposals on the structural sense, which highlight the recognition of algebraic structures in their
simplest form, composite form, and the manipulation of various structures. Results show that strengths in the
structural sense of these teachers have been identified when they solve tasks with familiar algebraic structures.
Add to this, weaknesses are evident when they solve tasks with composite structures, these weaknesses are
intensified when they face tasks that involve the use of various manipulations in algebraic structures.
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1. INTRODUCCION

Histdricamente, el dlgebra ha ocupado un lugar importante en el curriculo de matematicas
para la educacion secundaria, cuya finalidad ha sido la promocién del pensamiento
algebraico en el estudiantado. A pesar de las recientes iniciativas por dar un abordaje
temprano a las nociones algebraicas en la educacién primaria —enmarcado en la
generalizacién aritmética—, es en la segunda ensefianza donde se reconoce un abordaje
amplio y profundo de conceptos y procedimientos algebraicos, particularizado al uso del
lenguaje algebraico, la resolucién de problemas y el fomento del pensamiento algebraico.

A partir de una recopilacion de estudios sobre pensamiento algebraico, Socas (2011)
pone en relieve la necesidad de profundizar en lo que estudiantes y docentes pueden
hacer desde el pensamiento algebraico, segtin los distintos ciclos o niveles del sistema
educativo. Su reflexién lo lleva a sintetizar tres tipos de estudios vinculados a esta
tematica: (a) transicién del pensamiento numérico al algebraico, (b) procesos especificos
del pensamiento algebraico, y (c) propuestas para el mejoramiento de los procesos
de ensefianza y aprendizaje del dlgebra en la educacién secundaria. El estudio que se
presenta se enmarca en las dos ultimas propuestas, acentuando el desarrollo de procesos de
pensamiento algebraico, particularizados al sentido estructural de docentes de matematica
en formacion inicial (pre-servicio), como componente de su formacion profesional y de su
conocimiento especializado.

Cabe considerar, por otra parte, las limitaciones en cuanto al aprendizaje del dlgebra,
numeradas y descritas por diversos autores, que enfatizan las dificultades y los errores
evidenciados por el estudiantado de educacién secundaria al tratar y operar con expresiones
algebraicas (Kieran y Filloy, 1989). En cuanto a las dificultades, Socas (1997, 2007) detalla:
la complejidad de los objetos matematicos y los procesos de pensamiento, los procesos de
ensefianza y su incidencia en el aprendizaje de las matematicas, el desarrollo cognitivo del
estudiantado, y los factores emocionales y actitudinales hacia las matematicas. Los errores
algebraicos se abordan a partir de: (a) factores cognitivos, didacticos y epistemoldgicos,
(b) la ausencia de sentido semidtico, estructural y auténomo, y (c) las actitudes afectivas.
Especificamente, destacamos la necesidad de analizar el pensamiento algebraico de
personas docentes de matematicas, para la atencién de errores ocasionados por la ausencia
de sentido estructural en el estudiantado de educacién secundaria.

Este panorama hace eco en la formacion de docentes de matematicas —especialmente
en la formacién inicial— materializada en la necesidad de que este profesorado conozca 'y
prevea las dificultades y los errores que pueden manifestarse cuando sus estudiantes efecttian
procedimientos vinculados a las expresiones algebraicas. Pero, es ain mds necesario que el
profesorado cuente con un alto sentido estructural que le dote de las capacidades requeridas
para promover distintas habilidades algebraicas en el estudiantado, segtin los lineamientos
curriculares en cada pafs, especialmente en Costa Rica.

En este articulo se aborda el conocimiento del profesorado en pre-servicio, desde el
estudio del sentido estructural en dlgebra. En la perspectiva que aqui se adopta, y con
especificidad, se cuestiona: ;qué evidencias surgen del sentido estructural en un grupo de
docentes en formacion inicial cuando resuelven tres tareas matemadticas sobre factorizacion
de polinomios?

En relacién con la problematica expuesta, se pretende analizar el sentido estructural que
manifiesta este grupo de profesores y profesoras en pre-servicio, mediante la identificacién
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de descriptores en los procedimientos mostrados cuando resuelven tareas algebraicas sobre
factorizacion de polinomios.

2. MARCO TEORICO

La fundamentacion tedrica de la investigacion se construye desde tres focos de interés
que muestran el acercamiento del estudio a propuestas ya establecidas. Estos focos son:
el enfoque estructural de las expresiones algebraicas, las propuestas sobre el sentido
estructural y la formacién inicial del profesorado de matematicas, desde un abordaje del
algebra escolar.

2.1. LAS ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

Desde una perspectiva general, las concepciones del dlgebra estan relacionadas con los
diferentes usos de las variables (Usiskin, 1988). Estas formas de entender el dlgebra
sustentan una tipologia particular basada en cinco formas de concebir el dlgebra.

¢ El algebra como aritmética generalizada, donde es natural pensar en variables
como generalizadores de patrones.

¢ El dlgebra como estudio de procedimientos, para resolver ciertos tipos de
problemas, donde las variables son incégnitas o constantes.

¢ El dlgebra como estudio de relaciones entre cantidades, argumentos y parimetros;
bajo esta concepcidn una variable es un argumento (representa un valor de dominio
de una funcién) o un parametro, es decir, representa un nimero del que otros niimeros
dependen; aqui existen las nociones de variable independiente y dependiente.

¢ También, se concibe el dlgebra como lenguaje algebraico, es decir, un medio para
hacer presentes las ideas matemadticas (sistema de representacion).

¢ Por ultimo, estd la concepcién del dlgebra como estudio de estructuras, aqui la
variable es poco mds que un simbolo arbitrario, donde se quiere que los estudiantes
tengan los referentes (generalmente niimeros reales), pero también se quiere que
el estudiantado pueda operar con las variables sin tener que ir siempre al nivel del
referente, como por ejemplo en las factorizaciones y la verificacién de identidades.

Con respecto a la dltima concepcién, que resulta de interés para el estudio que se
presenta, en matemadtica el concepto de estructura se refiere a una entidad que se compone
de partes, conectadas o relacionadas entre si (Hoch y Dreyfus, 2004).

Al respecto, Castro et al. (2018) sostienen que tanto las expresiones aritméticas como
las algebraicas, presentan una estructura caracterizada a partir de los términos que integran
esas expresiones, los signos que los relacionan, el orden de las distintas operaciones y las
relaciones que existen entre sus elementos.

Como ejemplos de estructuras algebraicas estdn las fracciones algebraicas y las
ecuaciones cuadraticas. Estas estructuras tienen la posibilidad de permitir cambios o
trasformaciones que proporcionan una expresiéon equivalente a la original, pudiendo
presentar la misma estructura externa (forma o apariencia de la expresiéon) o interna
(relaciones y conexiones entre las cantidades y las operaciones).
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A titulo ilustrativo, se presentan las siguientes expresiones algebraicas (Vega, 2013):
(@) (x+3)((b) x> + 9 + 6x, (¢) Bx +6)*y (d) (x* + 9x - 3x + 10 - 1). En estas, (a), (b) y (d)
tienen la misma estructura interna —pues las operaciones y relaciones entre sus términos
las hacen equivalentes—, pero tienen diferente estructura externa. Por su parte, (a) y (c)
presentan la misma estructura externa —Ila misma forma, el cuadrado de un binomio—
pero no tienen la misma estructura interna.

2.2. CONCEPCIONES DEL SENTIDO ESTRUCTURAL

El sentido estructural se ha definido a partir del estudio de las formas en que aprende el
estudiantado en matematicas. Estos estudios han acentuado las habilidades cognitivas y las
dificultades del estudiantado, cuando aplican conocimientos matematicos en un contexto
algebraico.

Linchevski y Livneh (1999) utilizaron por primera vez el término sentido de la
estructura al describir las dificultades de estudiantes para utilizar el conocimiento de las
estructuras aritméticas, en las etapas iniciales del aprendizaje del dlgebra. Estos mismos
autores se cuestionaron si la intervencién directa en contextos numeéricos especificos
llevaba a las personas estudiantes con dificultades en esos contextos, a tener éxito en los
contextos algebraicos correspondientes (Livneh y Linchevski, 2007). Los resultados de
su estudio apoyan la hipétesis de que la ensefianza de la aritmética para los propésitos
algebraicos puede evitar ciertos errores estructurales en el estudiantado que se inician en el
algebra. De forma general, el término sentido estructural alude a una serie de habilidades
relacionadas con transformar expresiones algebraicas, que permite hacer un mejor uso de
las técnicas algebraicas (Linchevski y Livneh, 1999).

Por otra parte, Hoch y Dreyfus (2004) refieren al sentido de la estructura como
un conjunto de habilidades que pretenden capacidades como la identificacién de una
expresion algebraica como una entidad, el reconocimiento de una expresién algebraica
como una estructura previamente conocida, la divisiéon o separacién de una entidad en
subestructuras, el reconocimiento de conexiones mutuas entre estructuras, y la realizacién
de manipulaciones que sean posibles y ttiles de efectuar. También, Vega (2010) sefiala que
uno de los componentes del sentido estructural es saber discernir qué transformacion es
mads pertinente de acuerdo con el contexto en que se enmarca una tarea.

Finalmente, se destaca que el sentido estructural es ttil cuando se analiza el uso de
técnicas algebraicas previamente aprendidas por el estudiantado. Hoch y Dreyfus (2006)
y Novotnd y Hoch (2008) resaltan que aquellas personas que utilizan sentido estructural
cometen menos errores de manipulacion al tratar expresiones algebraicas.

A partir de este enfoque, se propone una caracterizacion operacional de sentido estructural
del estudiantado —en este caso de un grupo de docentes de matematica en pre-servicio— por
medio de tres descriptores que permiten identificar el uso de sentido estructural (SS, por sus siglas
en inglés) en el contexto de la resolucién de tareas algebraicas. Estos descriptores se ilustran
con algunos ejemplos vinculados con la expresion x? - y?, adaptados del trabajo de Vega (2010).

SS1. Cuando se reconoce una estructura familiar en su forma mds simple. Por ejemplo,
si en la tarea de factorizar 64 - x* se logra reconocer esta expresién como una diferencia de
cuadrados y se identifican los factores.

S52. Cuando se trata con un término compuesto como una sola entidad y se reconoce
una estructura familiar en una forma mds compleja. En la tarea de factorizar (x - 2)* - (x + 2)*
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se consideran (x - 2)* y (x + 2)?> como una sola entidad, se reconocen: la diferencia de
cuadrados y los factores correspondientes.

§853. Cuando se eligen manipulaciones apropiadas para hacer el mejor uso de una
estructura. Si en la tarea de factorizar la expresion 54x° y* - 2478 se extrae el factor comtin
para obtener 6 - (9x° y* - 4z%), se identifica la diferencia de cuadrados, se trata a los términos
3x% y* y 2z como entidades simples y se reconoce la diferencia de cuadrados de estas
entidades.

Vega (2013) propone una clasificacién de descriptores segtin el grado en que impliquen
o no transformaciones o la construccién de expresiones. Primero, los descriptores que no
implican transformar, modificar o construir expresiones. Segundo, aquellos que implican
construir expresiones total o parcialmente, modificar expresiones o transformar expresiones
conservando la estructura interna. Tercero, otros descriptores mds generales como leer
expresiones algebraicas o bien escribirlas.

Para la transformacién de expresiones se definen los siguientes descriptores:

¢ Identificacion de subestructuras dentro de una expresion y tratarlas como una sola
entidad al transformar la expresion. Por ejemplo, transformar (x - 2)x + 7(x - 2) en
x-2)x+7).

¢ Transformacion de la estructura externa de una expresion sin afectar su estructura
interna. Por ejemplo, expresar x* - 10x? + 25 como (x* - 5)%

¢ Reconocimiento de procesos empleados en la transformacion de una expresion.
Por ejemplo, identificar como se puede obtener la expresion =N a partir de la

< olificacion d x" —6x+9 T

simplificacion de ===z ———.

¢ Anticipacion del efecto de transformaciones en la estructura de una expresiéon. Por

Ax"(x+1)

ejemplo, predecir que la factorizacién del denominador de la expresion
Fx* +9x°

puede simplificarla.

En este estudio, las consideraciones mostradas constituyen el fundamento para la
definicién de las categorias y las unidades que se utilizan en el andlisis de la informacion.

2.3. FORMACION DE INICIAL DE DOCENTES DE MATEMATICA

Tal como resalta Garcia (2005), la formacién de docentes de matematica ha sido objeto
de interés para personas investigadoras, formadoras de formadores y profesionales de
la ensefianza, cuyos esfuerzos para estudiar las particularidades de este proceso tienen
un propésito comun: ofrecer una formacién completa y adecuada al futuro profesorado.
En otras palabras, los centros de formacién docente deben adecuar la oferta curricular de
manera que el profesorado en pre-servicio mejore y amplie la comprensién de nociones,
concept os, procedimientos y representaciones; desarrolle diversas formas de participacién
en la comunidad de “profesoras y profesores de matemadticas”; y desarrolle destrezas
pedagdgicas para su desempefio en la practica educativa (Llinares, 1999).

Diversas investigaciones han resaltado y caracterizado el conocimiento profesional
del profesorado de matematicas (Ball et al., 2008; Carrillo et al., 2014; Flores-Medrano
et al.,2014). En estas se reconoce un conocimiento especializado caracterizado desde dos
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dominios fundamentales: el conocimiento del contenido matemético y el conocimiento
didactico del contenido matematico; complementariamente se explora un dominio basado
en actitudes y concepciones hacia las matematicas.

En la perspectiva que aqui se adopta, interesa el conocimiento del contenido
matematico que va desarrollando el profesorado en pre-servicio. Como sefiala Llinares
(2012), “los instrumentos conceptuales permiten poseer unas referencias para identificar lo
que puede ser relevante de la ensefianza-aprendizaje de las matemadticas e interpretarlos, lo
que condiciona lo que se ve y cémo se ve” (p. 55).

El profesorado de matematicas, desde su formacién, debe mostrar un dominio y
comprension de las matemadticas y sus caracteristicas, asi como de las peculiaridades de su
aprendizaje, de manera que pueda enriquecer la ensefianza.

2.3.1. El profesorado de matemdticas en pre-servicio en la Universidad Nacional

En la Universidad Nacional, la formacién de docentes de matematicas en pre-servicio
se organiza desde (y para) el fomento y desarrollo de competencias en tres dreas
disciplinares: (1) la matematica formal, la matematica aplicada y la estadistica; (2) la
pedagogia y las didacticas especificas; y (3) la investigaciéon. Complementariamente, se
incluyen asignaturas generales, idioma extranjero y asignaturas optativas, que promueven
la multidisciplinariedad (Universidad Nacional [UNA], 2017).

Particularmente, la organizacién curricular para la formacidén en matematica formal
inicia con la asignatura MAC400 Matemadtica fundamental, que se imparte en el I ciclo del
primer nivel de la carrera. Dentro de las competencias matemadticas pretendidas para esta
asignatura estdn: comprender los conceptos basicos de la matematica superior desde una
perspectiva universitaria para su formacién como docente de matematica y entender los
conceptos fundamentales de la matematica a través de su evolucion socio-histérica para
la comprensién de la disciplina y su ensefianza en diferentes contextos. En esta asignatura
se aborda el dlgebra como componente del conocimiento del contenido matematico que
debera desarrollar la persona docente en formacidn inicial, con las adaptaciones requeridas
para el fomento de competencias matemadticas y didactico-matemadticas, consideradas
necesarias para su futuro desempefio docente en educacién secundaria.

Conceptualmente, el drea de dlgebra incluye el estudio de operaciones bdsicas con
polinomios, la factorizaciéon de polinomios mediante métodos como: factor comtn,
agrupacién, férmulas notables, inspeccién, féormula general, completar cuadrados y el
teorema del factor, y operaciones con fracciones algebraicas, entre otros temas. Desde
un marco general, se pretende que el profesorado en formacion logre el desarrollo de
capacidades como: efectuar operaciones que involucren expresiones polinomiales;
comprender el significado de factorizacidn, conocer, identificar y aplicar cada uno de los
métodos de factorizacion; efectuar operaciones que involucren expresiones fraccionarias
algebraicas; y simplificar expresiones algebraicas.

El fomento de estas capacidades, vinculadas al algebra escolar —aunque con un
nivel de complejidad mayor—, procuran una preparacion del profesorado en formacién
en cuanto al conocimiento y la comprensién de contenidos matematicos (algebraicos),
para su aplicacién en el disefio y resolucion de tareas matematicas y para la deteccién
y atencién de particularidades asociadas al aprendizaje del estudiantado en educacién
secundaria.
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En este articulo interesa el conocimiento del contenido matematico del profesorado
de matemadticas en pre-servicio, desde la perspectiva del dlgebra y las manifestaciones
de sentido estructural al momento de resolver tareas de factorizacidén, abordadas en
la asignatura MAC400 Matematica Fundamental, del plan curricular en la Universidad
Nacional.

2.3.2. El dlgebra escolar para educacion secundaria

El curriculo de matematicas para educacién primaria y educacién secundaria en Costa
Rica organiza los contenidos a partir de cinco dreas matematicas, entre ellas las relaciones
y el dlgebra (Ministerio de Educacién Publica [MEP], 2012). A partir de una preparacién
temprana del estudiantado en relaciones y conceptos algebraicos desde los primeros seis
afios de escolaridad (I y II ciclos de la Educacién General Basica), esta drea conforma un
fundamento clave para la segunda ensefianza (Il y IV ciclos).

Las relaciones se promueven desde el cambio o la variacién mostrada en los datos
de situaciones cotidianas que pueden representarse a través de modelos y funciones
matematicas. En cuanto al dlgebra, la propuesta curricular sugiere “un tratamiento
funcional de la manipulacién de expresiones simbdlicas o algebraicas” (MEP, 2012, p. 54),
con el propdsito de otorgar significado a distintos conceptos matematicos y de fomentar
el pensamiento funcional en el estudiantado. De esta manera, el dlgebra constituye una
herramienta poderosa para representar regularidades y patrones en muchas circunstancias.
Por ejemplo, el estudio de las ecuaciones, la factorizacién de polinomios y la simplificacién
de expresiones algebraicas potencia los procesos de generalizacion.

Particularmente, con el estudio del dlgebra en los tres primeros afios de la educacién
secundaria (III ciclo) se pretende fortalecer las habilidades para la resolucién de ecuaciones
de primer grado y para la comprensién del concepto de variable, desarrolladas en la
educacién primaria. Complementariamente, se proponen actividades para la simbolizacién
y la manipulacién matematica de expresiones algebraicas. En este III ciclo se estudian los
métodos de factorizacidn, para esto se presentan parejas de técnicas de factorizacién para
que el estudiantado pueda aplicar: (a) factor comun y férmula notable, (b) grupos y factor
comtn, y (c) grupos y diferencia de cuadrados; adicionalmente se aborda la factorizacién
por inspeccién de un trinomio y la completaciéon de cuadrados. El estudio de estas técnicas
se propone como un mecanismo para desarrollar en el estudiantado la habilidad especifica
de factorizar y simplificar expresiones algebraicas. Por su parte, el ciclo diversificado, que
incluye los dos tultimos afios de la educacién secundaria, enfatiza el estudio de las funciones.

De lo anterior se desprende que la propuesta curricular estimula el sentido estructural
del estudiantado al inducir habilidades que permitan transformaciones especificas de
expresiones algebraicas, para una mejor utilizacién de las técnicas de factorizacion y otros
procedimientos matematicos.

3. METODOLOGIA
El estudio llevado a cabo corresponde a una investigacion cualitativa, en el marco de los

estudios descriptivos y basado en los estudios de caso en Educacion Matematica. Siguiendo
a Dankhe (1986), los estudios descriptivos se direccionan hacia la especificacion de las
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propiedades de comunidades, grupos o personas, o de algiin fenémeno que sea sometido
a un andlisis.

Metodol6gicamente, esta investigacion corresponde a un estudio instrumental de casos
(Buendia et al., 1998). Considerando el propdsito general del estudio, se pretende observar,
describir e interpretar las caracteristicas de las manifestaciones de sentido estructural en un
grupo de docentes de matematica en pre-servicio, en un momento particular de su proceso
de formacién profesional.

3.1. DESCRIPCION DE PARTICIPANTES

Las personas participantes del estudio fueron 20 docentes en pre-servicio, de enseflanza
de la matematica en la Universidad Nacional (Costa Rica). Esta poblacién informante
fue seleccionada a partir de la dindmica desarrollada en la asignatura MAC418 Didactica
del algebra y el andlisis, impartida durante el curso académico 2021. En esta asignatura
se presentan y analizan diversas propuestas tedricas sobre el abordaje del dlgebra y las
relaciones, para su ensefianza y aprendizaje en educacioén secundaria.

Como criterios de seleccion se consider6 que: (a) las personas informantes debian estar
matriculadas en el Plan de estudios de la carrera Bachillerato y Licenciatura en Ensefianza
de la Matematica, implementado en el 2017 (BLEM-2017), (b) haber aprobado la asignatura
MAC400 Matematica Fundamental en el curso académico 2017 o 2018, y (c) manifestar
disposicién para participar en el estudio, mediante la completacion del instrumento para la
recogida de datos.

El profesorado en formacién inicial participante se encuentra en el cuarto nivel de la
carrera. Ingresaron a la carrera durante 2017 0 2018, momentos en que cursaron la asignatura
MAC400 Matematica Fundamental, que se impartia por primera vez como componente
del drea disciplinar sobre matemadtica formal, del plan curricular BLEM-2017. En esta
asignatura se desarrollan contenidos sobre dlgebra bésica, que se ensefian en educacién
secundaria. De las pruebas aplicadas, como parte de la evaluacién, se desprendieron los
items incluidos en el instrumento de recoleccion de informacion. De esta manera, se contd
con una poblacién homogénea, en cuanto a las estrategias de mediacién y evaluacién
implementadas durante el desarrollo de esta asignatura. Cada docente participante ha sido
identificado con el cédigo DF, seguido de un nimero, sin que este indique algin orden
particular (por ejemplo, DF-01).

3.2. RECOLECCION DE LA INFORMACION

Para larecoleccion de la informacidn se aplicé una prueba corta a las personas participantes,
como una evaluacién formativa; es decir, no incidia porcentualmente en la calificacién del
curso por lo que se insisti6 en la resolucidn individual y honesta de las tareas. La prueba se
aplico en la modalidad virtual y se dispuso de 60 minutos para su solucién.

Las personas docentes debian mostrar todos los procedimientos aplicados y enviar
las soluciones como imagenes fotografiadas. La prueba corta constaba de tres items de
desarrollo, en los que se solicitaba la factorizacién completa de tres polinomios utilizando
distintos métodos de factorizacion; esto se describe a continuacion.

Item 1. Mostraba el polinomio a® + 8b° - 2a?h - 4ab?. Su factorizacién incluye métodos
como agrupamiento, factor comtin, suma de cubos y trinomio cuadrado perfecto.
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Item 2. Presentaba el polinomio x* - 8x2y? + 4y*. Para su factorizacién se implementan
los métodos de completacién de cuadrados y diferencia de cuadrados.

Item 3. Solicitaba la factorizacién del polinomio a* - 9a2b? - 24ab* - 16b*. Su resolucién
incluye la aplicacién de los métodos agrupamiento, factor comun, trinomio cuadrado
perfecto, diferencia de cuadrados e inspeccion.

3.3. ANALISIS DE LA INFORMACION: CATEGORIAS Y PROCESO

La informacién proporcionada por el profesorado serd tratada a partir de categorias
fundamentadas en los descriptores de sentido estructural propuestos por Hoch y Dreyfus
(2006), y que han sido utilizadas y adaptadas en estudios como Vega (2013), Castellanos y
Obando (2017), Jupri y Sispiyati (2017), Ascencio y Eccius-Wellmann (2019) y Bolafios y
Segovia (2021). En cada categoria se describen criterios que corresponden a las unidades de
andlisis, asociados a procedimientos o métodos de factorizacién de polinomios. Para este
estudio, las unidades de andlisis han sido definidas con un grado de mayor complejidad, en
correspondencia al nivel académico de las personas participantes.

Categoria SSI. Incluye una estructura familiar en su forma mas simple. Para este
estudio se considera la factorizacién por los siguientes métodos:

a. Factor comun, cuando el factor comun es un monomio.
b. Diferencia de cuadrados, cuando los términos del binomio son monomios.
c. Suma de cubos, cuando los términos del binomio son monomios.

Categoria SS2. Refiere al tratamiento de un término compuesto como una sola entidad;
se reconoce una estructura familiar en una forma mas compleja. Para este estudio se
considera la factorizacién por los siguientes métodos:

Factor comun, cuando el factor comun es un binomio.

Agrupamiento.

Diferencia de cuadrados, cuando alguno de los términos es un binomio.
Trinomio cuadratico por inspeccion.

Trinomio cuadratico perfecto (férmula notable).

o pooe

Categoria SS3. Considera diversas manipulaciones para un mejor uso de una estructura.
Para este estudio se considera la factorizacién por los siguientes métodos:

a. Completacién de cuadrados o cubos.
b. Combinacion de dos o mas métodos diferentes.

Paralaidentificacion de peculiaridades en las resoluciones de las personas participantes,
asociadas a estas categorias, se presentan procedimientos expertos para cada uno de los
items y los codigos definidos para el andlisis; esta codificacién ha sido adaptado de Vega
(2010) y se describe como N-PCp (N: niimero del item, PC: realizacién de un procedimiento
correcto, p: nimero de paso). Resulta conveniente recalcar que estas estrategias no son las
unicas maneras de proceder en la resolucién de las tareas.
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3.3.1. Resolucion del item 1

Para la resolucién de este {tem se proponen tres estrategias caracterizadas por la diferencia
entre los pasos a realizar y el orden de los métodos de factorizacién que se pueden
implementar.

*

Estrategia 1. El procedimiento inicia con la agrupacion de términos para obtener
una suma de cubos (1-PCla); se aplica suma de cubos en el primer grupo y factor
comun en el segundo grupo (1-PC2a); se extrae un factor comin binomial en el
polinomio (1-PC3a); se suprime el signo de agrupacién en el segundo factor (1-
PC4a); se reducen términos semejantes (1-PC5a); y se factoriza el segundo factor
como trinomio cuadrado perfecto (1-PC6a).

Estrategia 2. El procedimiento inicia con la agrupacion de términos para extraer a>
0 b* como factor comun (1-PC1b); se aplica factor comtn en cada grupo (1-PC2b);
se extrae —1 como factor comun del segundo término(1-PC3b); se extrae un factor
binomial en el polinomio (1-PC4b); se factoriza el primer factor aplicando
diferencia de cuadrados (1-PC5b); y se aplican leyes de potencia (1-PC6b).
Estrategia 3. El procedimiento inicia con la agrupacién de términos para extraer a
0 2b como factor comiin (1-PClc); se aplica factor comtn en cada grupo (1-PC2b);
se extrae —1 como factor comun del segundo término(1-PC3b); se extrae un factor
comun binomial en el polinomio (1-PC4b); se factoriza el segundo factor aplicando
diferencia de cuadrados (1-PC5b); y se aplican leyes de potencia (1-PC6b).

3.3.2. Resolucion del item 2

Para la resolucién de este {ftem se proponen tres estrategias caracterizadas por la diferencia
entre los pasos a realizar y el orden de los métodos de factorizacién que se pueden
implementar.

*
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Estrategia 1. El procedimiento empieza con una completacion de cuadrados para
el polinomio, agregando el término +4x*? (2-PCla); se agrupan términos para
obtener un trinomio cuadrado perfecto incluyendo la expresion 4x%y* (2-PC2a);
fuera del grupo, se reducen los términos semejantes (2-PC3a); se factoriza el
grupo por trinomio cuadrado perfecto (2-PC4a); y, finalmente, se factoriza la
expresion resultante por diferencia de cuadrados siendo al menos un término un
binomio (2-PC5).

Estrategia 2. El procedimiento empieza con una completacion de cuadrados
para el polinomio, agregando el término +4x?y* (2-PCla); se agrupan términos
para obtener un trinomio cuadrado perfecto incluyendo la expresion -4x*y* (2-
PC2b); fuera del grupo, se reducen los términos semejantes (2-PC3a); se
factoriza el grupo por trinomio cuadrado perfecto (2-PC4a); y, finalmente, se
factoriza la expresion resultante por diferencia de cuadrados siendo al menos un
término un binomio (2-PC5).

Estrategia 3. El procedimiento inicia con una descomposicién del término -8x%y?
como -4x*y? + -4x%y* (2-PCl1b); se agrupan términos para obtener un trinomio
cuadrado perfecto incluyendo la expresion -4x%y? (2-PC2b); se factoriza el grupo
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por trinomio cuadrado perfecto (2-PC3b); y, se factoriza la expresion resultante
por diferencia de cuadrados siendo al menos un término un binomio (2-PC4b).

3.3.3. Resolucion del item 3

Para la resolucién de este item se proponen dos estrategias caracterizadas por la diferencia
entre los pasos arealizar y el orden de los métodos de factorizacion que se pueden implementar.

*

Estrategia 1. El procedimiento inicia con la agrupacién de términos para obtener
un factor comun (3-PC1), en este caso se agrupan tres términos; se extrae el
término -b* como factor comin del grupo (3-PC2a); se factoriza el trinomio
resultante en el grupo (3-PC3); se aplica el método de diferencia de cuadrados,
siendo al menos un término un binomio, para factorizar la expresioén (3-PC4); se
efectdan las multiplicaciones indicadas (3-PC5); por ultimo, se factoriza por
inspeccién uno de los factores obtenidos (3-PC6).

Estrategia 2. El procedimiento empieza con la agrupacién de términos para
obtener un factor comun (3-PC1),en este caso se agrupan tres términos; se extrae
el coeficiente numérico -1 como factor comtin del grupo (3-PC2b); se factoriza el
trinomio resultante en el grupo (3-PC3); se aplica el método de diferencia de
cuadrados, siendo al menos un término un binomio, para factorizar la expresién
(3-PC4); se efectian las multiplicaciones indicadas (3-PC5); por ultimo, se
factoriza por inspeccién uno de los factores obtenidos (3-PC6).

En el apartado siguiente se presentan las especificidades del proceso de andlisis y los
resultados obtenidos de este.

4. ANALISIS Y RESULTADOS

La informacién recolectada pone en evidencia una serie de particularidades en cuanto a
la manifestacién del sentido estructural, en las estrategias que implementan las personas
participantes para la resolucion de los items propuestos. La tabla 1 destaca la frecuencia
con que se muestran las unidades de andlisis en cada una de las categorias consideradas.

Tabla 1. Manifestaciones de sentido estructural en las resoluciones de los items

) SS1 SS2 SS3
Categoria a b c a b c d e a b
ftem 1 20 8 8 20 | 20 - - 8 1 20
ftem 2 - - - - 12 12 - 12 11 13
ftem 3 12 3 - - 20 14 8 15 - 20

Nota. SS=Sentido estructural.
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En lo que sigue se describen las particularidades identificadas en las estrategias que se
asocian a las tres categorias de andlisis.

4.1. FACTORIZACION DE UNA ESTRUCTURA SIMPLE

La categoria SS1 corresponde a estructuras familiares para el profesorado de matematica
en pre-servicio; en este caso, refiere al uso de factor comun, la diferencia de cuadrados y

la suma de cubos como estrategias para la factorizaciéon de polinomios, que involucran
unicamente términos monomiales.

Las resoluciones del item 1 muestran que la totalidad de las personas participantes
reconocen un monomio como factor comin en la expresién polinomial dada. No obstante,
esta situacién es distinta al momento de aplicar diferencia de cuadrados o la suma de cubos,

ya que solo ocho participantes lo evidencian en cada caso. La figura 1 ejemplifica uno de
estos ocho casos.

a® + 8b® —
= \o?‘* W)+ (-2 b-yalt)
= (a+20)( 0" ~2dbot 45) - 20 a+2 k)
= (axo) | - 20+ W\F-20b )
(020 | o-tolo+ U\
= (o) o2l

Figura 1. Resolucion de DF-05 para el item 1.

\

En el item 3, los procedimientos de resolucién exponen una disminucion en la cantidad
de participantes que identifican el factor comtin monomial o la diferencia de cuadrados. En el
primer caso, esto podria deberse al tipo de agrupamiento que preliminarmente debia realizarse
para definir el término comun (agrupar tres términos); en cuanto al segundo caso, DF-02, DF-
04 y DF-14 realizan agrupaciones incorrectas que los conducen a una diferencia de cuadrados
monomial, no considerada en la resolucion, que efectian correctamente (figura 2).

24a b>- lo &1

: laabz(?m—ﬁb)
a2+ 4p?) — Sab’ (2a-BL)
L) la2sAL>) - Zab’ (3a-5!

Figura 2. Resolucion de DF-02 para el item 3.
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En sintesis, el profesorado en formacién manifiesta fortalezas en el reconocimiento de
monomios como factor comtn, y limitaciones al aplicar la estructura de férmulas notables
como la diferencia de cuadrados y la suma de cubos, durante la factorizacién de expresiones
con términos monomiales.

4.2. FACTORIZACION DE UNA ESTRUCTURA COMPUESTA

En cuanto a la categoria SS2, esta refiere al trabajo con estructuras familiares, pero con
términos compuestos; es decir, con expresiones algebraicas binomiales. Aqui, el grado
de complejidad para la resolucién de la tarea aumenta. Se ha considerado la aplicacién
de métodos de factorizacién por factor comun, agrupamiento, diferencia de cuadrados,
trinomio cuadrético (por inspeccién) y trinomio cuadrético perfecto (férmula notable).

En el item 1, la resolucién involucraba el uso de factor comiin, agrupacién y trinomio
cuadratico perfecto como proceso de factorizaciéon del polinomio. Particularmente, la
totalidad de las personas participantes implementan el agrupamiento y reconocen un
binomio como factor comun.

Una vez obtenida una factorizacion preliminar del polinomio, ocho participantes logran
identificar y factorizar el trinomio cuadratico perfecto obtenido en uno de los factores; por
ejemplo, la figura 3 muestra la resoluciéon de DF-14.

L15+8l3%—2a2'3—40«b&
(0’ 8B) + (-ah 4ol
(a4 2b) (- 2abt 48) ~2ab (a +2b)
(a12b) (QQ’QQL)+J‘I})1*QQID)
(at2b) (O«Q"ifabJr 4}03)
<
(mzb)(Q—lb)

Figura 3. Resolucion de DF-14 para el {tem 1.

Por su parte, once participantes no incluyen la factorizacién del trinomio cuadratico
perfecto, pues realizan otro tipo de agrupamiento de términos y de factor comun que los
conduce a obtener solo factores binomiales (figura 4).
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Figura 4. Resolucién de DF-13 para el iftem 1.

Cabe destacar la resoluciéon de DF-02, quien completa términos para agrupar y
obtener el cubo de una suma, luego aplica factor comin hasta reconocer un factor comin
binomial; no obstante, al final de la resolucién, omite el desarrollo de una férmula que le
condujera al trinomio cuadratico perfecto (figura 5). Esta resolucion sobresale por el uso de
manipulaciones algebraicas alternativas para la factorizacién del polinomio.

0* - 2k -dab’+ 51
(‘ir\, "’ 'S
6% + 6év —1-\2r::do"L + g —Gn“'b-l-’.-la%*m&ﬁ
X AR

n

1

(0+2bY = fa*p — 16 ab®

G 04‘-'2!9)?) ~ %ab(a "'QB} i'ﬂ&

§
b
¥

(0 +b) [(0*%\1 - %@j' |

Figura 5. Resolucién de DF-02 para el item 1.

W

Segtin la resolucién experta, las resoluciones del item 2, para la categoria SS2,
involucraban el uso de agrupamiento, diferencia de cuadrados y trinomio cuadratico
perfecto en el proceso de factorizaciéon. De las personas docentes participantes, 13
utilizaron las tres estrategias en la resolucion del item; DF-05 y DF-07 implementaron
agrupamiento y factorizaron el trinomio cuadratico perfecto, la diferencia de cuadrados
que efectian al final presenta un error en la asignacién de exponentes de los términos.
Por su parte, DF-14 efectia de manera correcta la diferencia de cuadrados, a pesar de los
errores previos cometidos al resolver el item. Finalmente, seis participantes no utilizan las
estrategias esperadas para la resolucion del item, y efectian procedimientos incorrectos sin
fundamento matematico (figura 6).
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Figura 6. Resolucion de DF-02 para el item 1.

Para la resolucién del item 3 se aplican el agrupamiento, la diferencia de cuadrados,
la inspeccién y el trinomio cuadrado perfecto como estrategias de factorizacién con
términos binomiales. En este caso, 15 participantes implementaron el agrupamiento de tres
términos como primer método de factorizacion, un paso necesario y correcto para iniciar la
resolucién. Los restantes cinco implementaron una agrupacion errénea de dos términos; por
ejemplo, DF-02 realiz6 agrupaciones en parejas de términos para procurar una diferencia de
cuadrados en uno de los grupos, no obstante, este procedimiento le impide avanzar (figura 7).

Figura 7. Resolucion de DF-02 para el {tem 1.

Dentro del grupo de personas con una agrupacion correcta, se identifican ocho personas
que aplicaron los otros tres métodos; es decir, resolvieron el item de la manera esperada.
Por su parte, siete participantes culminan la resolucién sin aplicar el método de inspeccién
para factorizar el trinomio cuadratico que resulta en uno de los factores. Por ejemplo, DF-

08 omite una distribucién en el primer factor obtenido que le impide reconocer un trinomio
cuadrético (figura 8).

S e -~ 0 it gl (2i®

= o {1 T2k FIC)
= o'~ Kl 902 fa4ab + c1)
= 0"~ b Ja i)

= (at=b (30 +4b)) (ot + b(3adub)

Figura 8. Resolucion de DF-08 para el {tem 3.
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Enresumen, las producciones analizadas para esta categoria muestran que el profesorado
en formacién intuye la necesidad de agrupar términos para iniciar la factorizacién. A pesar
de esto, para un grupo reducido de participantes esta agrupacién se dificulta cuando se
trata de agrupar tres términos en un polinomio de cuatro términos, aunado a que el error
cometido no les conduce a reformular la agrupacién.

Otra fortaleza reconocida es la aplicacién de la diferencia de cuadrados, el factor
comtn y el trinomio cuadratico perfecto, como estrategia de factorizacién con términos
binomiales. Sin embargo, se evidencian dos razones que limitan el uso de la inspeccion:
errores en operaciones algebraicas y falta de reconocimiento de un trinomio cuadratico
factorizable.

4.3. FACTORIZACION BASADA EN MANIPULACIONES DIVERSAS

En la categoria SS3 se pretende la implementacién de diversas manipulaciones para un uso
adecuado de la estructura. Se incluyen métodos de factorizacion como la completacién de
cuadrados o cubos y la combinacién de diversos métodos.

Particularmente en el item 1, la resolucion esperada incluia la combinacién de métodos
como estrategia de factorizacién. Esto fue efectuado por la totalidad de las personas
participantes. Cabe destacar que DF-02 utiliza la completacion del polinomio para obtener
la equivalencia del cubo de una suma, como parte de su resolucion (figura 9); a pesar de
que el procedimiento estd incompleto, se reconoce un mayor sentido estructural en DF-02
desde la categoria SS3, respecto al resto de participantes.

O Gk lak b
g - - ba - 12ab - Ja ab
4 b 0 ak C
a a b 16 ak
- F [ o 1\
D%2b ) E"jHab |\ +do)

Figura 9. Resolucion de DF-02 para el item 1.

La resolucién del item 2 requeria la completacién de cuadrados, junto con la aplicacién
de otros métodos como estrategias de factorizacién. De las personas participantes, once
implementaron la completaciéon de cuadrados de manera correcta; por su parte, DF-06
y DF-07 utilizaron otros métodos de factorizacién para resolver el item. Los siete
participantes restantes muestran errores diversos en sus resoluciones. Por ejemplo, DF-02
y DF-14 (figura 10) a pesar de que transcriben de manera incorrecta el item, reconocen
la completacién de cuadrados como método necesario para factorizar el polinomio, sin
embargo, los términos utilizados para este fin no son los correctos (la descomposicién de
-8x%y? es incorrecta); DF-01, DF-03 y DF-09 no reconocen la completacién de cuadrados
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y efectian una agrupacién incorrecta; DF-08 y DF-10 confunden el polinomio con un
trinomio cuadrético perfecto.

U ruTRE e
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Figura 10. Resolucién de DF-14 para el item 2.

Finalmente, en cuanto al item 3, todas las personas docentes participantes aplican
al menos dos métodos de factorizacion. Ahora bien, de estas, ocho realizan de manera
completa y correcta la factorizacidn; siete participantes efectian correctamente la
mayor parte del procedimiento esperado, pero sin llegar a la factorizacién completa del
polinomio; y cinco participantes realizan un procedimiento incorrecto, pero manifiestan la
intencién de implementar dos métodos de factorizacién, como agrupacién, factor comin
o diferencia de cuadrados. Sin dejar de lado las especificidades descritas, las personas
docentes en formacién que participaron en el estudio, manifiestan un sentido estructural
caracterizado por la manipulacién de los polinomios, a través del uso de diversos métodos
de factorizacidn.

Desde una perspectiva didactica, el estudio ha puesto de manifiesto una serie de
fortalezas y debilidades en el conocimiento matemadtico del grupo de profesores en
pre-servicio participantes, que caracterizan su sentido estructural desde las categorias
planteadas.

Siguiendo a Gairin (2011), “la determinacién del perfil profesional de una titulacién
define su identidad [del docente] y nos orienta sobre la naturaleza de los aprendizajes
que deben ser priorizados para que el profesional sea competente en su actividad” (p.
99). De esto, el docente de matematicas tiene que saber matematicas, por lo que resulta
conveniente ejecutar acciones en el proceso de su formacién que incidan positivamente en
las debilidades matematicas reconocidas.

La investigacién redirecciona el interés hacia la toma de decisiones sobre los procesos
de formacién de docentes de matemadticas y su propuesta curricular, de modo que se
acentien y atiendan explicitamente las expresiones algebraicas desde la especificidad de
los niveles del sentido estructural. Cuando el estudiante presenta un sentido estructural
desarrollado, serd capaz de resolver tareas algebraicas con mds eficiencia y disminuyendo
la cantidad de errores (Vazquez et al., 2021). Consideramos que, un docente de matematicas
con alto sentido estructural se inclinard hacia la implementacién de experiencias didacticas
que promuevan el andlisis y la comprensién de expresiones algebraicas, es decir, hacia el
fortalecimiento del razonamiento estructural del estudiantado.
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5. CONCLUSIONES

El estudio se ha dirigido a la identificacién y el andlisis de particularidades en los
procedimientos mostrados por un grupo de docentes de matemadtica en pre-servicio,
cuando resuelven tareas algebraicas sobre factorizacién de polinomios, como indicadores
de sentido estructural en estas personas.

El sentido estructural, que se manifiesta cuando el profesorado en pre-servicio manipula
estructuras familiares en su forma mds simple, se caracteriza por un uso de estrategias de
factorizacion basicas, centradas fundamentalmente en la identificaciéon de un monomio
como factor comiin. Cuando se requiere la manipulacién de expresiones polinomiales que
son factorizables mediante las férmulas notables (en este caso la diferencia de cuadrados
y la suma de cubos), se reconocen limitaciones conceptuales y procedimentales que
evidencian una escasa comprension de estos métodos de factorizacion.

La resolucién de la tarea que involucra una estructura familiar con términos
compuestos, esto es, con expresiones algebraicas binomiales, pone de manifiesto que el
profesorado reconoce la necesidad de implementar el método de agrupacién. Sin embargo,
en su mayoria las agrupaciones realizadas impiden avanzar en el procedimiento de la
factorizacion; la tendencia es agrupar parejas de términos, sin llegar a un andlisis de la
estructura polinomial que conduzca a agrupaciones de tres términos para la aplicacién de
férmulas notables. Aunado a esto, se reconocen manifestaciones del uso de los métodos
de factor comin y férmulas notables particularmente la diferencia de cuadrados y, en
menor medida, el trinomio cuadratico perfecto, como componentes de la estrategia para la
factorizacion del polinomio.

Lo expuesto revela un uso mecdnico de métodos de factorizacién carente de analisis y
reflexion de las estructuras algebraicas que conforman los polinomios. Esto concuerda con
Olfos et al. (2007) quienes acentian el uso de pensamientos reproductivos y no de orden
superior en la resolucién de tareas algebraicas. Particularmente, las tareas que involucran
operaciones con expresiones algebraicas carecen de significado para el estudiantado, y se
conciben desvinculadas de un contexto real, de procesos de modelacién o de formas de
pensamiento matematico. Por su parte, Mejia (2004) establece que, para la factorizacién
de polinomios, la ensefianza de reglas mediante la resolucién de tareas similares conduce
a un aprendizaje memoristico de algoritmos, y a una falta de interpretacién y comprension
significativa de propiedades y transformaciones posibles con objetos matematicos: “Un
tratamiento poco significativo [de reglas], que impide entender las razones que hacen
licitas o no licitas las transformaciones de expresiones algebraicas” (p. 7).

Ademas, las resoluciones de la tarea algebraica, que requerian manipulaciones diversas
en la estructura del polinomio para su factorizacién, dejan ver que las personas docentes
en pre-servicio identifican la combinacién de métodos de factorizacién como componente
de su estrategia de resolucidn de la tarea. Por su parte, se reconoce una carencia y diversas
dificultades en cuanto a la aplicacién de métodos de factorizacién con una complejidad mayor,
como la completacion de cuadrados y de cubos, respecto a los otros métodos expuestos.

El andlisis realizado permite identificar fortalezas en el sentido estructural de las
personas participantes cuando resuelven tareas con estructuras familiares. Asimismo,
emergen debilidades en su sentido estructural cuando se enfrentan a tareas con estructuras
compuestas, que se intensifican al enfrentarse a tareas que conllevan el uso de manipulaciones
diversas en las estructuras algebraicas.
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Complementariamente, el estudio ha permitido la identificacién de errores en las
resoluciones de las tareas propuestas, relacionadas con la factorizacién de polinomios.
Se destaca: la factorizacion incompleta de los polinomios, el uso incorrecto de signos,
incorrectas agrupaciones de términos, errores en operaciones y de escritura, y fallos en la
identificacién de polinomios y de sus términos.

Desde una perspectiva general, en concordancia con Movshovitz-Hadar et al. (1987),
los desaciertos sefialados se consideran como errores técnicos que se asocian a fallos en
calculos, a manipulaciones algebraicas incorrectas, entre otros. Particularmente, los errores
sefialados pueden clasificarse segtn la categorizacién propuesta por Garcia (2010); de
esta se destacan: errores al realizar operaciones aritméticas-algebraicas, procedimiento
inconcluso, procedimientos incorrectos e inferencias no validas, y asociacién incorrecta
de productos notables.

Siguiendo a Rodriguez-Alveal ef al. (2019), las instituciones formadoras de docentes
de matematica deben enfrentar los desafios curriculares producto de las reformas
educativas en matematicas. Desde este marco, el estudio llevado a cabo conduce a una
reflexion sobre la necesidad de fortalecer el desarrollo del conocimiento del contenido
matematico del profesorado en formacidn inicial, particularmente el sentido estructural,
como un mecanismo para que cuando las personas docentes en pre-servicio se desempefien
profesionalmente, puedan atender las disposiciones para la ensefianza y el aprendizaje
del 4lgebra en Costa Rica. Para esto, también resulta recomendable: (a) profundizar en el
estudio de los errores manifestados y su incidencia en el desarrollo del sentido estructural
del profesorado participante, y (b) ampliar la investigacién a toda la poblacién de docentes
de matemadtica en pre-servicio, con el propdsito de identificar estas u otras debilidades o
limitaciones que requieran ser atendidas en el proceso de formacion profesional.
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